Tobbcélu Optimalizalas

V Bevezetés

Tobbcélu optimalizalas a gyakorlatban sokszor elfordul, mivel legtobbszor nem csak egyetlen,
hanem azonosan tobb célunkat is meg szeretnénk valositani.

A tovabbi fejezetekben az ilyen - linearis programozasi - esetek kezelésének modszereit mutatjuk be.
Nem toreksziink teljességre, inkabb a fontosabb modellezési fogalmak, technikak ismertetése célunk.

V Szekvencialis optimalizalas modszere:

A tobb célfiiggvény egyiittes kezelésének legegyszerbb mddja, ha sorrendet allitunk a célok, vagyis
fuggvenyek fontossaga kozott. Ezt € sorrendet — nem matematikai modszer hanem - a sajat
szempontrendszeriink szolgaltatja. Ugy is szoktuk aposztrofalni, hogy ,,megkerjuk a fonokiinket,
hogy rakja fontossagi sorrendbe a céljait”. Ekkor ugyanis az elso cel teljesen , kielégitésre”
maximalizalasra keriil az alatta 1évkon viszont csak akkor tudunk javitani, ha azt az els cél
,megengedi”’. Matematikailag ezt nevezik ,,szekvencialis optimalizalas”- nak.

Példa a szekvencialis optimalizalas modszerének alkalmazasara:

Alkalmazzuk a szekvencialis optimalizalas modszeret az alabbi tobbcelu — harom celfiiggvennyel
rendelkezo — linearis programozasi feladatra. A fuggvenyek preferencia sorrendje legyen azonos
indexiikkel. Vagyis elssorban az els célfliggvényt szeretnénk maximalizalni, csak ha azt sikeriilt -
azon beliil - nézziik, hogy lehet-e még a masodikat is maximalizalni, vagy legalabb javitani.
Hasonldan a harmadikra stb.

Hagyomanyos csalddokban az édesapa a meghatarozo, dont. Amennyiben autokratikus, (a
demokratikus ellentéte, antidemokratikus) mindig azt a csatornat kell néznie az - egyetlen - televizion
a csalddnak amihez neki van kedve. Amennyiben neki tobb csatorna is egyforman kedves (példaul a
sport csatornakat kedveli) a fiuk véalaszthat ezek koziil ha még igy is egynél tobb csatorna johet szoba
(a fiinak is legalabb két sport csatorna mindegy) akkor - azok koziil - anyuka valaszthatja ki hogy
melyiket fogja nézni a csalad. (A példa mai elektronikus eszkdzokkel bvel felszerelt vilagunkban
elavultnak tnhet, de reméljiik ravilagit a preferenciak sorrendjének fogalmara.)

Matematikai példank egy tobb célfiiggvénnyel rendelkez normal linearis
programozasi feladat:

x; +x, +  xtx <
Xy X3+ x4 x5 < 80
X, +x,+x+ 2x <

z = 3x2—10x3+3x4—7x5=max.



zy= 3x1+6 x2+4x3+5x4+6x5= max.
= x1—|-7 x2+12x3+13x4+9x5

ahol x,, x,, x3,x,,x; nemnegativ kell legyen

= max.

Az indul6é Szimplex tabla felirasa teljesen hasonlé a linearis programozasnal megismertekkel, csak itt
tobb, (esetiinkben harom) célfiiggvény sort kell konstrualnunk.

multiObjectInputl( );

u, 02 1 1
uy 11 1 0
zz 0 6 -10 3
z, 1316 4 5

z 1 7 12 13

Az elst baziscserét vegrehajthatjuk példaul az x, oszlopaban €s az u, soraban.

bazisChange (u,, x,);

zz 0 0 -13 -3
z, 13 6 -1 -5

z 1 -19 -1 -13

xs b
1 60
-1 100
2 60
-7 0
6 0
9 0

22

160
100
60
-300
-500

-1300

2.1)

2.2)

Lathatéan mar az els baziscserét kovet tabla optimalis z; szempontjabol (mivel csak nem pozitiv
elemek allnak a célfiiggvény sorban ) €s alternativ optimummal is rendelkezik a z; célfliggvény. Az

alternativ optimumot jelent 0 értekek alatt a z, sordban pozitiv értékek allnak, Vagyis a tovabbi
baziscserekkel, - melyek z, alternativ optimumanak kiszamolasat jelenten€k, ha csak z, lenne az

egyedi célfiiggvény, most - z, még javithato, egy vagy két Iépésben. (attol fiiggen, hogy a nagyobb

pozitiv vagy a kisebb pozitiv felett valasztunk. (Mi a "rosszabbik, tobb 1épést igényl" esetet

valasztottuk, csak hogy hosszabban demonstraljuk a médszert.)
Az uy sor €s z, oszlopbeli -est valasztva pivot elemnek:



bazisChange ( Us, X, ) ;

x, 1 1 1 0 2 60 2.3)
zz 0 0 -13 -3 -4 -300
z, 7 -6 -7 -5 -1 -860

zz 20 19 18 -13 60 -160

Lathatoan javult a masodik célfiiggvény érteke (z, = 500-r6l z2=860-ra emelkedett) .

Azonban még mindig taldlhat6 pozitiv elem a masodik célfiiggvény soraban. E felett valasztva
baziscsere elemet:

bazisChange (xz, X, ) ;

u, 3 -2 -1 1 -4 40
x, 2 0 1 1 -1 100
xo 1 1 1 0 2 60 2.4
z; 0 0 -13 -3 -4 -300
z, -7 -13 -14 -5 -15 -1280

z -20 -1 -2 -13 20 -1360

Lathatoan sikeriilt a masodik célfiiggvényt is optimalizalnunk. (Mivel csak nem pozitiv elemek
allnak z, soraban.)

A megoldas tovabb nem javithat6. Barmely tovébbi - z; javitdsara tett - baziscsere hatdsara a

preferalt z, célfliggvény értekei romolnanak.

A szekvencialis optimalizalas altal szolgaltatott megoldas tehat:

bazisSolution( );
goalFunctionValues( );

x; =60, x,=0,x;=0,x,=100, x;=0
"celfuggvenyek:" (7, =300, z,=1280, z; = 1360 2.5)



V A szekvencialis optimalizalasi médszer alkalmazasa harom
dimenzios feladatra

Tekintstuk az alabbi feladatot:

2'x2 —|-3-x3 <60,

X —|—2-x2 <100,
X +4- Xy <400,

X —|-x2 -|-x3 <60

6'x2 +9-x3,

xl —I—x2 —|—x3,

2-x1 —5-x2—10-x3

Melynek indul6 tabléja: (A szokdsos matrixos alakban):
multiObjectinputl( );

[0 X, X, Xy b
u, 02 3 60
u, 120 100
u; 10 4 400
w, 1.1 1 60 @1-D
z 06 9 0
z 11 1 0

z 2 -5 -10 0

A tartomany és a célfliggvények (Az origdn atmen indulo allapotukban):
bazisSolution( );

goalFunctionValues( );
abra3dMulti( );

x;=0,x,=0,x;=0

"celfiggvenyek:" (7,=0,2,=0,2,=0)



Els baziscsere:
bazisChange ( up, x3) ;

I x x u, b
2 1

Xy 0 ? ? 20

7 1 2 0 100
8 4

Uy 1 - ? - ? 320
1 1 2.1.2)

Uy 1 ? - ? 40

zz 00 -3 -180
1 1

Z, 1 ? - ? -20
5 10

Z3 2 ? T 200




Els bazis csere utan z; maris optimalis - ketszeresen végtelen sok alternativ optimum hellyel.
(Mivel a célfiiggvény soraban két nulla all.)
A megoldas ekkor és grafikus megjelenitése:

bazisSolution( );

goalFunctionValues( );
abra3dMulti( );

x;=0,x,=0,x3=20

"célfiiggvények:" (z; = 180, z, =20, z, = -200)

z, viszont még nem optimalis.(Van még pozitiv elem a célfiiggvény soraban.) Ezért

ujabb baziscserét hajtunk végre:
bazisChange ( Uy, X, ) ;



2 u, x, u b

x3 0 % % 20

u, -1 % % 60

uy -1 -3 -1 280 2.13)
x; 1 % - % 40

zz 0 0 -3 -180

z -1 0 0 -60

zz -2 1 4 120

Masodik bazis csere utani allapot:

Most mar z, is optimalis, szintén kétszeresen végtelen sok alternativ optimum hellyel. (A
célfiiggvény soraban itt is két nulla all - de masik oszlopban.)

A nullék alatt valaszthatunk még baziscsere elemet:

bazisSolution( );

goalFunctionValues( );
abra3dMulti( );

x; =40, x,=0, x;=20
"celfiggvenyek:" (7, =180,2,=60, z;= -120)



Lathatoan az egyik célfiiggvény illeszkedik a tartomany egyik hatarolo lapjara a masik pedig egy
masikra, a harmadik pedig a k6zos él masik végpontjan vesz fel nagyobb (kisebb negativ) értéket.
Ezt hatarozzuk meg az alabbi baziscserével:

bazisChange x;, x,);



x, 0 % % 30
u, -1 —% —% 10
uy -1 % % 370
x| —% —% 30

(2.1.4)

A harmadik bazis csere utan a megoldas - szekvencialis optimalizalasi modszerrel - tovabb nem

javithato.
bazisSolution( );
goalFunctionValues( );
abra3dMulti( );

x; =30, x,=30,x,=0
"celfiggvenyek:" (z,=180,2,=60,z;=-90)



Hérom dimenzios feladatunk esetén grafikusan is meg tudtuk mutatni az alternativ optimumokat
¢és a tovabbi célfliggvények szerinti javitast.

Osszefogalva:

1. A szekvencialis optimalizalds mddszerét altaladban tobb (mint 2 vagy 3 ) dimenzios feladatokhoz
érdemes hasznalni, (ahol a grafikus megjelenités nem lehetséges) de - mint utolsd, demonstracios
céllal készitett alfejezetiink mutatja - 3 dimenzids feladatok kezelésére is alkalmas.

2. A fenti eljaras alkalmas - az esetlegesen 1étez - abszolit optimum megkeresésére is.

V Tobbcélu optimalizalasi feladat grafikus szemléltetései és az
abszolut optimum fogalma

Ebben a fejezetben megprobaljuk abrazolassal mélyebben megérteni a tobbcélu optimalizalasi
feladatok "lelki vilagat". A rajzok elkészitéséhez szamolasra is sziikségiink van. Elszor arra, hogy



mely célfiiggvény melyik pontban veszi fel egyedi optimumat.

Tekintsiik az alabbi kétdimenzios példa feladatot:

X +x2 < 100,
X +x2 < 80,

1% <50,

xIZO

X

3-x; —3-x,,
3:x; +2-x,
x, +7-x,

Indul6 tablaja:
multiObjectInput2( ),

0 x, x, b
u, 11 100
u, 1 1 80
uy 1 -1 50
u, 1.0 0
zz 3 -3 0
z 3 2 0
zz L7 0

Baziscsere végrehajtasa a harmadik célfliggvény optimalizaldsa céljabol:
(A masodik célfiiggvény egylitthato felett a minimalis hanyadosnal.)

bazisChange (U X,);

u, 0 -1 20
x, 1 1 80
uy 21 130

zz 6 3 240
z, 1 -2 -160

z -6 -7 -560

3.1)

(3.2)



A fenti tdbla méris optimalis de csak a harmadik célfiiggvény szempontjabol!

xz3optSol = bazisSolution( );
xz3opt :== mo :
zizl2opt = goalFunctionValues( );
x;=0,x,=80
"celfuggvenyek:" (7, = -240,2,=160, z;=560) 3.3)
Optimalizaljunk z, szempontjabol:

Ekkor x, oszlopaban valasztjuk a minimalis hanyadost €s a masodik tabla az alabbi:

bazisChange ( Us, X, ) ;

w, -1 2 50
u, -1 2 30
x, 1 -1 50
w, 1 -1 50 G4

z, =3 0 -150
z, -3 5 -150

z -1 8 -50

Ennek hatéséra az els célfliggvény maris optimalis lett, alternativ optimummal, mely feletti pivot
elem valasztassal a masodik célfiiggvény tovabb javithatd, optimalizalhato.

bazisChange ( Uy, X, ) ;

2 uy U, b
u; 0 -1 20
1 1
Xy - E ? 15
1 1
X 5 5 65 o5
11 '
Uy E E 65
z; -3 0 -150
1 5
Z, - 5 "5 -225
zy 3 -4 -170



Mind az els mind a masodik célfiiggvény optimalissa valt.
Eredményeinket 0sszefoglalva és grafikusan szemléltetve:
z, , 2, kozos optimalis pontja kékkel jeldlve, ebben a célfiiggvények rendre vilagos, kozép €s sotét

kékkel, valamint z, optimalitasi pontja (pirossal) ebben a celfiiggvények pedig: z, vilagos, z, €lénk,
z, pedig s6tétzold szinnel jeldlve.

"z3 optimuma:", xz3optSol, ziz12opt;
"z1 €s z2 optimuma: ", bazisSolution( ), goalFunctionValues( );
abra2dVisl ( );

"z3 optimuma:", x, =0, x, = 80, "celfiiggvenyek:" (7=~ 240, z,=160, z; = 560)
"z1 €s z2 optimuma: ", x; =65, x, = 15, "celfiggvenyek:" (z1 =150,2,=225,z, = 170)
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Az abran lathat6 az els célfiiggvény alternativ optimum tulajdonsaga, - vagyis hogy egyenese egybe
esik a tartomanyt egyik hatarolé egyenesével (a harmadik feltételi egyenlet képével) - és hogy
maximum helye [65 , 15 | megegyezik a masodik célfiiggvényével.

A harmadik célfiiggvény értéke ezen pontban csak z; = 170, mely maximum €értékének csak harmada.
A harmadik célfliggvény maximumat

(@3 max = 260) a[ 0, 80 ] -as pontban veszi fel, ahol z; = -240 nem is nyereséget hanem veszteséget

produkal, z, pedig az optimalisnal kisebbz, =160 -as érteket vesz fel.



Ezen eredményeinket "kereszt eredménytablaban" is megjelenithetjiik, ahol az egyik célfiigvény
optimalitasi pontjaban megadjuk a tobbi értékét is. Ez jo attekintést ad a célfiiggvények egymashoz
val6 viszonyardl is.

"Tréfasan szocialis érzékszer tablazatnak is titulalhatjuk, ahol vizsgaljuk azt is, hogy ha nekiink jo
akkor tobbiek hogyan érzik magukat."

A tablazat fatlojaban félkovérrel kiemelten allnak a célfiiggvények maximum értékei:
Mj: az, .. sordban z, oszlopaban 4ll6 elem azt jelenti, hogy z; maximumanak helyén a z,

célfiiggvény a 160 - 0s értéket veszi fel.

z. z z z T
imax 1 2 3 X optimal
Z| max 150 (225 170 [[ 65,15 ]
=21 (5 21 ptima)
“4\& z] optimal
Zy max 150 [225 [170 | [65,15]
-2 (5" opiima)
—2\& 20ptimal
. ( ) -24\[ 160 (560 ([ 0,80 ]
Bmax B \& 23 optimal g

Fentiekbl a tanulsag lehet, hogy a legtobb esetben nem lehetséges kiilonboz célok egyidej elérése.

Modositsuk egy kicsit feladatunkat, €s vizsgaljuk az alabbi esetet:

X +x2 <100,

X +x2 < 80,
XX, <50,

xIZO

3 X~ 3 Xy

3 X +2 X

xl-i-l' x2

(ugy hogy a harmadik célfliggvény optimalis pontja is ugyanaz legyen.)
Ennek indul6 tablaja:

multiObjectInput3( );



0 x, x, b
u, 11 100
u, 1 1 80
uy 1 -1 50
(3.6)
u, 1.0 0
zz 3 -3 0
z 3 2 0
zz 11 0
Az els baziscsere:
bazisChange ( Us, X, ) ;
1 Uy X, b
u, -1 2 50
u, -1 2 30
x 1 -1 50
3.7
u, 1 -1 50

z, =3 0 -150
z, -3 5 -150

z -1 2 -50

Azz, optimalissa valt. Folytatva a masodik celfligvény pozitiv eleme felett:

bazisChange ( U, Xz) ;



2 uy U, b
u, 0 -1 20
1 1
Xy - ? E 15
1 1
X, E E 65 o5
11 '
Uy ? ? 65
z; -3 0 -150
1 5
5 "y Ty -225
zz 0 -1 -80
Mindhérom célfiiggvény optimalis!
Az optimalis megoldas:
bazisSolution( );
goalFunctionValues( );
x, =65, x,=15
"celfuggvenyek:" (7, =150, 2,=225,z;=80) 3.9

Grafikonon szemléltetve:

abra2dMultiGoal( );
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Lathato, hogy mindharom célfiiggvény ugyanazon pontban veszi fel optimumat. (Az egyik a
tartomany egyik hatarold egyenesére illeszkedik, a mésik egy masik hatarra. Mindkettnek alternativ
optimuma van. (Ezen tulajdonsag nem sziikséges.)

Ezt az esetet nevezziik abszolut optimum esetének. Mely ritka és a helyzetbl, feladatbol adodik az
abszolut optimum 1éte, nem ligyességiinkbl, hogy megtalaljuk-e.

Matematikai definicidja az alabbi:
Abszolut optimum :=

A bevezetésben definialt
4-x<b

I=

v
I©
IS
Y
I

x,b € R




T

z = - X = max.

m gﬂl

tobbcélu optimalizalasi feladatnak abszolut optimuma van, ha Iétezik x opt € L ahol

m & =3 "lopt
Es a fentiek koziil legalabb egyben hatérozottan nagyobb relacié teljesiil.

Vagyis hogy nincs mas olyan pont, mely barmely célfiiggvényre nagyobb értéket szolgéltatna, mint
azx i pont.

Fogalmazhatjuk ugy is hogy célfiiggvényeink egyedi maximumainak helye azonos, k6zds. Ezen pont
az Osszes célfiiggvényt egyszerre elégiti ki.

Ko6znapi megfogalmazasban: van olyan megoldas, mely mindenkinek a (lehetséges) maximalis
elégedettséget nyujtja.

Mj: Nem sziikséges, hogy (mint a korabi példaban) barmelyik célfiiggvényiinknek alternativ
optimuma legyen. Ezt az alabbi példa szemlélteti:

Tekintsuk az alabbi kétdimenzios feladatot:

<
1 +x2 < 100,

X +x2 < 80,

X T Xy < 50,

x120

X

5 Xy + 2-x2,

2-)c1 - 1-x2,

3- xl +2- x2

Az indul6 és a tovabbi Szimplex tablak:
multiObjectInput4( ), bazisChange ( Us, X| ) , bazisChange ( u,, x2) ;

bazisSolution( ), goalFunctionValues( );
abra2dMultiGoal( );



w, 1 1 100 ||wu -1 2 50
w, 1 1 80 ||u, -1 2 30
wy 1 -1 .50 | |x 1 -1 50

w, -1 0 0 [u, 1 -1 50
z 5 2 0 ||z -5 7 -250
Z 2 -1 0 ||z -2 1 -100
z 3 2 0 ||z -3 5 -150

A megoldas és grafikus reprezentécioja:

D= W o|w

<
)

1
—

N = o

20

15

65

65

-355

-115

-225

x, =65, x, =15, "célfiggvenyek:" (7= 355,z,=115,z,= 225)
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Lathaton egyik célfliggvénynek sincs alternativ optimuma, de a feladat abszolut optimummal
rendelkezik.

V Harom dimenzios modositott normal feladat példa abszolut
optimumra

Tekintsilik az alabbi harom célfiiggvényes, harom dimenzids példat:

4-x1 +8'x2 —X3 <16,
—4-x1 +2-x2 < 32,
X <8,
x1—2-x2+x3 <4,
6-x1 —2-x2+x3=18

3')61 —|-7-x2 +3-x3,



Z'xl - 2'x2 +x3,

—Xx Tt 4- Xy +x3

Az indul¢ tébla:
(Azegyenlséges sort a szokdsos u*-al jeloltiik.)

0x1x2x3b

w, 4 8 -116

z -1 4 1 0

z¥ 6 -2 1 18

A megengedhet megoldasok tartmondnya (modositott normal feladat esetén) az egyenlséges
sorok altal meghatdrozott siknak azon része, melyet a tobbi feltétel kivag belle. Ez latszik az
alabbi abran.

A Szimplex mddszer kezdetekor azonban mindharom célfliggvény még az origdon megy at (
egyikbl csak egy nagyon kis rész lathatd, a nézpont valtoztatassal talan jobban) :



A masodik Szimplex tabla:



1 u*5 X, X3 b

2 28 5

R
T3 3 T3

2 2 2

R e Y
2.3 33

11 1

N e
576 3 6
o155
46 3 6

1 11

e
. T3 %

1 5
Z —? 8 E -9

1 4 2

e
273 T3 03

1 11 7
56 3 6 °
0 0 0 0

multiObjectInputmod4b( );
bazisSolution( ), goalFunctionValues( );
abra3dMulti( );

Melyrl leolvashaté megoldas:
x,=3,x,=0,x;=0, "célfiiggvenyek:" (7,=9,2,=6,z,=-3)
A grafikon:

abra3dMulti( );



Lathatoan - algebrailag - z* -ot mar sikertilt kielégiteniink. Grafikusan ez azt jelenti, hogy
raléptiink az egyenlséges sornak megfelel sikra.

Az ul , x2 cserét kovet harmadik Szimplex tabla:



Az errl leolvashatd megoldas €s az abra:

X = 2, X, = %, x; =0, "célfiggvenyek:"

abra3dMulti( );

2 u*5 u,

X 13

2 14 28

y S 111

2 7 14

y R S S

3 7 28

y 25

4 7 28

X 1l 1

1 7 28

- 1 _6

114 7
3 1

2 77 7

. 3 11

37 28

z¥ 0 0

(4-

(0)
S N|w o
X

N p— (98]
SR s« q\




Tovabbléptiink az egyenlséges sikon a nagyobb célfiiggvény értékek felé.

Az u4 , x3 cserét kovet Szimplex tabla:



3wk u Uy b
L L 1 1 |
2 6 6 3
L 71220 206
2 15 3 15 5
1 1 26
N 0 - —_
"3 5 5 5
L -8 128 16
3 15 3 15 5
1 1 14
- 0 R -
s 5 5
13 13 2
—= = == .25
S 6 3
1 4 34
R 0 - - =
2 5 5 5
., L o 1722
35 5 5
z¥ 0 0 0 0

Az errl leolvashaté megoldas:

14
5

x1=

S =1, x= %, "celfuggvenyek:" (zl =25,z2,= %, z,= 25—2 )

abra3dMulti( );



Az abrabdl is lathaton minden célfiiggvény az X=X = L=

pontban veszi fel maximumat az alabbi értékekben:

34 22
zl=25,22=?,23=T

z,-nek van alternativ optimuma, sikja egybe esik a tartomany egyik hatarolo vonalaval. (Ez az
abra - egér huzogatassal tortén - nézpont valtoztatasaval lathato jol.)

Osszefoglalva:

Tanulsag: A tobbcélu optimalizalasi feladat grafikusan szemléltetve annyiban kiilonbozik csak az
"egycélu" feladattol, hogy tobb célfliggvény egyenes jelenik meg a megengedhet megoldasok
tartomanyan. Ezek egyedi optimumai kiilonb6z pontok lehetnek, de egybe is eshetnek.
Kereszttablazatban adhatjuk meg az egyedi optimumok ¢és a tobbi célfiiggvénynek az adott
célfiiggvény optimalitasi helyén felvett értékeit.

Ezen tablazat jo attekintést ad arr6l, hogy mennyire azonos vagy kiilonboz jellegek céljaink, ez
azonban - az esetek tobbségében - nem szolgaltat megoldas javaslatot.

Megismertiik még az abszolut optimum fogalmat, mely - ritkan 1étez - olyan megoldasi eset, amikor
az Osszes célfiiggvény ugyanabban a pontban veszi fel optimumat. Ezt két és harom dimenzidban
grafikusan is reprezentalni tudtuk.



V Sulyozas modszere:

Kovetkez otletlink lehetne a célfliggvények helyettesitése egyetlen, stilyokkal tortén aggregalassal
kapott célfiiggvénnyel.(Ez matematikailag a célfiiggvények sulyokkal szorzasat majd dsszeadéasat
jelenti.)

Az otlet jo, ha le tudjuk kiizdeni az alabbi nehézségeket. Amennyiben a célfiiggvények dimenzioja
¢s/vagy nagysagrendje killonbozo akkor az aggregalas — szemléletiinkkel belathatdo modon — nem
hozhat j6 eredményt. Kiilonbéz dimenzidji mennyiségek ugyanis nem adhatéak dssze, a kiilonboz
nagysagrend pedig a sulyok érvényesiilését akadalyozza meg. Lassuk az alabbi példat:

Példa a dimenzidtlan egyre normalt célfiiggvények sulyozasaval kapott aggregalt célfliggvény
modszerének hasznalatara.

Legyen az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatban az els célfiiggvény dimenzidja [ ezer USD] a
masodiké [ ezer Foruint], a harmadiké pedig [ milliard tonna].

-2-x,+4x, < 8,

x, —4-x, < 80,
5

2y -10-x. <
4 X 10 Xy < 44
X + 4. Xy <16
Z,= -4 x, + 5x, = max. [ezer USD]
z;= 300000 x, + 800 000 x, = max. [ezer Ft]
z;,=0.0000025 x; —0.000002 x, = max. [milliard tonna ]

ahol x|, x, nem negativak

Mj: az egyiitthatok a nagysagrendi problémdjanak megjelenitése okan lettek igy megvalasztva.
(Természetesen 0.000 002 5 milliard tonna helyett irhattunk volna 500 tonnat.)

Ekkor aggregalt célként azt jelolve meg, hogy az els célfiiggvény 50%-os stllyal a masodik és a
harmadik pedig 25 — 25%-os sullyal essen a latba az alabbiakat kell megtenniink:

Mivel kiilonb6z dimenzi6ji mennyiségek nem adhatéak ossze, igy mindegyik célfiiggvényt
dimenziotlanitani sziikséges. Dimenziotlanna egy vonatkoztatasi mennyiséggel tortén osztas
segitségével valhat legkdnnyebben egy mennyiség. Ez pedig minden esetben megtehet. (Ez

tulajdonképpen a jol ismert szazalék!)

Masik probléma, hogy lathatéan a nagysagrendje sem azonos a harom célfiiggvénynek. Készitsiik el
az elz fejezetben mar megismert kereszttablazatot - a Maple optimalizald algoritmusa segitségével
- mindegyik célfiiggvényilink maximumat illetve minimumat is.

Zimax |41 ) 3 lopt Zi minimum




2z | 10| 1600000 | -0.000004 [0,2] z -8
Zyoa | -1 [ 3600000 | 0.000004 | [3.9999999996 , Zy 0

3]
Zioa | -8 | 600000 | 0.000005 [2,0] Zyn | -0.000004

Elemezve lathatd, hogy a célfliggvények kiilonbdz pontokban veszik fel maximumaikat. z, 10-es
nagysagrend (z,,,,,=10), z, millios (z, .. =3 600 000), z , pedig 10 6 os (23 ax=0-000005) .z,
minimuma - mivel csak pozitiv egylitthatdj - szamitas nélkiil is értheten nulla.

Ezek azok a tartomanyok melyek kozott célfiiggvényeink valtoznak. Ha a minimumot a nulldba
toljuk és ezen tartoméanyokat (maximum - minimum érték) valasztjuk a fajlagositashoz referencia
értéknek nemcsak dimenziotlanitasi célunk, de a nagysagrendek kiilonbozségének problémaja is egy
csapasra megoldodik!

Grafikus abran is megmutathatjuk a maximum helyeket és az optimalis célfiiggvény egyeneseket,
mivel két dimenzids feladatrol van szo.

J




9999999996, 3.)

.

Mj: A szadmitas részleteit a kovetkez - bezarhat6 - fejezetben talalhatjak az érdekldk.



V Az optimum értékek szamitasanak részletei:

—2-x1 -|—4-)c2 <8,
6~x1 —4~x2 <12,
5
Z 5 —10x <
4 x1 10 x2 < 44,
. <
x1 +4 x2 <16
—4- X +35 Xy
300000-x1 + 800000'x2,
0.0000025 - X~ 0.000002-x2
A Szimplex tablak:
z maximumanak szamitasa:
] } 1 X, u
0 X X, b
o1 1
ul -2 4 8 2 2 4
U, 6 -4 12 u, 4 1.
5 15
Uy Z -10 44 Uy - T 2.5
u, 1 4 16 Uy 3 -1.
a > 0 z, % -1.25
z, 300 000 800000 O
z, 700 000 -200 000
zy 0.0000025 -0.000002 0
- - zy 0.0000015 5.00000000000000 107

A maximumas: :
x,=0,x,=2
"celfiggvenyek:" (z1 =10, z,= 1600000, Zy=- 0.000004)

grafikonon:
abra2dMultiGoal( );

20

64

-10

-1 600 000

0.000004




[y

z, maximumanak szamitasa:

Z

300 000
0.0000025

X, b

4 8

-4 12
-10 44
4 16

5 0
800000 O

-0.000002 0




W

AN

Xq uy
1 1
2 4
4 1
15
-— 2.5
4
3 -1.
3
-— -1.25
2
700000 -2.00000

0.0000015 5.00000000000000 10”7 0.000004

Uy
0.16666666665

-1.3333333332

1.249999999875
1

3
0.49999999995

-2.33333333310000 10°

-4.99999999950000 10”

20

64

-10

10° -1600 000

u, b
0.0833333 13—0
2.3333333 23—8

1.25 74

-0.3333333333 2.6666666664

-1.75 6
33333333333 - 10403&
0.000001 0.




» 3 Uy u, b

x, 0.214285714264286 -0.0357142857142857 3.
u,  -0.571428571371429 0.428571428571429 4.
Uy 1.96428571408929 -0.535714285714286 69.

x;  0.142857142895238 0.142857142842857 3.9999999996
zZ -0.49999999995 0.75 1.

z, -2.14285714264286 10°  -14285.7142857143  -3.600000 10°

zy 7.14285714214287 10° -4.28571428571429 107 -0.000004

z, maximuma:
X, = 3.9999999996 X, = 3.

"célfiiggvények:" (z; =-1.00000000000000, z, =3 600 000 , z; =0.000004 )

grafikonon:
abra2dMultiGoal( );



5] 9999999996, 3.)

o

zy maximumanak szamitasa:

0 X, X, b
u, -2 4 8
U, 6 -4 12
Uy % -10 44
u, 1 4 16
z -4 5 0
z, 300000 800000 O
zy 0.0000025 -0.000002 0O



» 1 u, X, b

u, 03333333334 = 12
I 2

X, 3 Y 2
55 83

u;  -0.208333333375 -2 =
14

u, -0.1666666667 = 14

z 0.6666666668 z 8

z -50000.00001 1000000 -600000

Z -4.1666666675 10'7 -3.33333333 10'7 -0.000005
zZy maximuma:

X, =2,x,=0
"celfuggvenyek:" (z1 =-8, z,= 600000, z; =0.000005 )

grafikonon:
abra2dMultiGoal( );



Zimax |41 | ®2 3 )—Copt Z imin Z imin
2o | 10 160(())\ -0.000004 | [0,2] {z,. —0.0000(2
0\
0
z. | -1]3600 | 0000004 [ Z
0\ 3.9999999\ 0.0\
0\ 996 , 3] 000\
0 04
Zo | -8 6000\ 0.000005  [[2,0] Z o
0\ 000\
0 05

Minimumok meghatarozasa:

Ekkor a célfiiggvények helyett ezek (-1)-el tortént megszorzasaval kapott fiiggvényeket tekintjiik




célnak - z2 kivételével, mivel annak csak pozitiv egylitthat6i vannak - vagyis minimuma nulla!

z, minimumanak szamitasa:

0 X, X, b
u -2 48
u, 6 4 12
5
S 10 44
Uy 4 0
u, 1 416
2 4 50
300000 800000 0
z -0.0000025 0.000002 0
1 u, X, b
u, 03333333334 = 12
I >
X, 3 e 2
55 83
u;  -0.208333333375 = =
14
u,  -0.1666666667 = 14
2 -0.6666666668 -5 -8
z  -50000.00001 1000000 -600000
2, 4.16666666750000 107 333333333 107 0.000005

z, minimuma:
(Vigyazat a (-1) el tortént szorzast is tekintetbe kell venni.)
x,=2,x,=0
"celfuggvenyek:" (7, =-8,2,= 600000, z; =0.000005)

zy minimumanak szamitasa:



1 X, u, b

0 X, X, b
1 1
ul -2 4 8 x2 - 2 4 2
u, 6 -4 12 U, 4 1. 20
5 15

Uy " -10 44 Uy e 2.5 64
Uy 1 4 16 Uy 3 -1. 8
“ 4 =0 z, % 1.25 10
z, 300000 800000 O

z, 700000 -0.00 002 -1600 000
zy -0.0000025 1z02 0

I zy -0.0000015 -0.000 0005 -0.000004

zy minimuma:
x,=0,x,=2
"celfuggvenyek:" (zl =10, Z,= 1600 000, Zy == 0.000004)

Lathatoan z, ott veszi fel minimumat ahol z,
maximumat €s forditva - ami a grafikonbdl is kitnik.

Grafikusan illusztralhatjuk a dimenziotlanitas és a nagysagrendi kiilonbségek kezelését -
altalanossagban :

Barmely fliggvény megtartja jellegét, akkor is ha értékeit a nulla egy intervallumban veszi csak fel.
Ezt pedig az alabbi mddon érhetjiik el.

Tekintsiink egy tetszleges (az alabbiakban ugyan a szemleltetéshez konkrétan megadott) fliggvényt
¢és végezziik el ennek egyre normalasat:

f=-(x—2)"+sin(x) +% +1

Abrazolva mind az eredeti fiiggvényt £ := ( -(x—2 )2 + sin(x) + € +1 ) : minimum ¢és
X

maximum helyének és értékének megjelenitésével:



Maximum [ 1,7481, 2.4929]

Mijinimum [ 0.5093, 1.2288]

Afenti[ 0 , 2.5] intervallumban értelmezett fliggvény csak szemléltetése gondolatmenetiink
altalanos voltanak, mivel esetiinkben célfiiggvényeink természetesen linearisak. f érték készletének
eredeti [ f min , f max | kozotti értékeit ugy tudjuk a [0, 1] intervallumra transzformalni, hogy
elszor kivonjuk a fliggvény minimumat minden értékébl, majd az - akkor mar nullatél indulo -
értékeket értékkészletének nagysagaval (f min - f max) leosztjuk — ezzel 1-re normaljuk.

Utobbi lepesiinkkel a fiiggveny dimenziotlanna is valik, mivel igy — az ertek keszletenek
dimenzidjaval - azonos dimenzidju mennyiségre vonatkoztatjuk. (Ez ugye a jol ismert % képzés! )
A dimenzidtlan egyre normalt fiiggvényt * jellel (kalap) kiilonboztetjiik meg

n 0.7911)(:17445

f/\=—0.7911017445 (x —2)% +0.7911017445 sin(x) —0.1810507367

A minimumaval lefelé tolt fiiggvény képe:

fplot :=plot((— (x—2)2 + sin(x) + Lx +1 —fmin),xZO..Z.S) :

plot((—(x—z)z + sin(x) + Lx +1 —fmin),x=0..2.5);
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Az egyrenormalt fliggvény nagyitott képe:

(—()c—Z)2 + sin(x) + € +1 —fmin)
plot 2

=0.2.25|;
fmax — fmin o J



0.81
0.6
0.4+
0.21
0-+ T T L T 1
0.5 1 1.5 2 2.5
X

Ugyanezen eljaras alkalmazando a linedris cé€lfiiggvényekre is. A minimum ¢s maximum ertékeket
pedig mar meghataroztuk, ezeket a fenti tdblazat tartalmazza. Igy az egyre normalt célfiiggvények
szamithatoak, az alabbiakban:

(-4 x+5x--8) _

1 =
zlnormal (10— -8)
(300000 -x; + 800000 -x, — 0)
z2normal = (3600000 —0)
(0.0000025- x; —0.000002 - x,- —0.000004)
z3normal = :

(0.000005 - -0.000004)

300000 n 800000

5099987 “1 " 5099987 "2’

z2normal = - % x1 + % ,

zlnormal =



z3normal =0.2777777778 xl —0.2222222222 x2

A rendre 0,5 ; 0,25 ; 0,25sulyokkal képzett célfiiggvény pedig:

ze := 0.5 zInormal + 0.25-z2normal + 0.25- z3normal,
-0.02083333332 x, + 0.1388888889 x, + 0.3333333333

Ezt tekintve egyetlen célfiiggvénynek és megoldva ezt az LP feladatot:

—2-x1+4-x2S8,
6-x1 —4-x2 <12,
5

2y —10-x. <

4xl 1Ox2_44,

x1 -|—4-x2 <16

z=-0.02083333332 X + 0.1388888889 Xy

Az optimalis pont €s az ered célfiiggvény érték:

10
X =2.6666666664, x,= =~

"celfiggvenyek:" (7, =0.4074074075)

@.1)



76666666664,10/3)

[u

Lathatoan célfiiggvényliink egy "kompromisszumot valositott meg" a "maximumok kozott félaton
elhelyezked, kozbens" pontot szolgéltatott.

Az optimalis megoldas megkeresésének részletei az alabbi - bezarhato - fejezetben talalhatoak.

V Az aggregalt célfiiggvénnyel tortént megoldas részletei

A Szimplex tablak:



2

u,
us

X

2

x; =2.66666666640000, x, =

0 X, X, b |

u, -2 4 8

u, 6 -4 12

Uy % -10 44

uy 1 4 16

z; -0.02083333332 0.1388888889 0
X, u, _ b

ST z
4 1. 20

- 14—5 2.50000000000000 64
3 -1. 8

0.04861111112 -0.0347222222250000 -0.2777777778

Uy

0.16666666665

-1.3333333332

1.249999999875
1

3
-0.0162037037050463

3

u;

0.08333333

2.33333333

1.25

-0.3333333333

-0.018518518515

, "celfiggvenyek:"

b
10

3
28

3
74

2.6666666664

-0.4074074075

(2= 0.4074074075 )



76666666664,10/3)

[y

Demonstralandé a megoldas josagat, milyenségét, szamitsuk ki az eredeti célfiiggvények
értékeket ebben az aggregalt célfiiggvény szamdara optimalis pontban:

26 2
Zl inze: T = 8?
9 800 000
Binze= 5~ 326666
=-0.000 001 66

Z3inze

Ezek lathatdan tényleg kompromisszumot jelentenek, mert egyedi maximumuknal kisebb értékek.
26
. . 3 . _ 326 666
z, maximumanak 86,6 %-a [21 %= 10 ],22 pedig 9,07% -a (22% =3 600 000
0.000 001 66
20/, - Yy = —————
33,2% -2 (ZM 0.00 0005 )

) a z; pedig



V Korlatok modszere:

Tobbeélu optimalizalasi feladatainknal elvarasaink (minden célfiiggvény egyiittes maximalizalasa)
olybéa tnhetnek, mint egy maximalista sziil elvarasa gyermekétl, hogy mindenben a lehet
legjobbat nytjtsa. E helyett sok esetben célszerbb kivalasztani egy teriiletet, (példaul egy sportagat,
vagy egy tantargyat) melybl kivalosagra torekvést varunk el, mig a tobbi teriileten megelégsziink
egy bizonyos szint feletti teljesitménnyel. Mivel a mindenbl kivalot alkotés csak nagyon keveseknek
adatik meg, és fizikailag, idben is lehetetlen. (Példaul: Legalabb kdzepes bizonyitvany, rendszeres
edzésre jaras, minimalis segités a haztartasban, és maximalis eredmények a matematikabol (pl.
versenyeken.))

Altalanossagban, ahelyett hogy elvarnank, hogy minden célunk maximalisan teljesiiljon, bizonyosak
adott szint feletti teljesitése mellett igyeksziink egyetlen cél maximalis elérésére.

Hogyan lehetne ezt atfogalmazni a matematika teriiletére?

A korlatok modszerének gondolatmenete:

Ezt gy modellezhetnénk, hogy kivalasztunk egy célfiiggvényt, melynek maximumat keressiik, a
tobbi célfiiggvény legalabb adott szintje mellett, vagyis a tobbi célfiiggvénybl korlatot képeziink,
mégpedig - egy megadott szint feletti - also korlattal. Tekintsiik most elbb egy példat, melyet elbb
részletesen elemziink, majd alkalmazzuk ra a korlatok modszerét, majdan az altaldnos matematikai
megfogalmazast irjuk fel.

9-x1 + 18')(?2 <162,

Elszor meg kell hataroznunk a célfiiggvények egyedi maximumait, mivel ezek hatdrozzak meg
maximum mekkora als6 korlatot alkalmazhatunk. Ezeknél nagyobb alsé korlat alkalmazasa
megoldhatatlan feladat megadasat jelentené.

Eredményeinket az aldbbi tdblazatban 6sszegezziik: (a minimumokat is megjelenitjiik, melyeket
fiiggetleniil szamoltunk ki).
(Bazis cserékkel illetve a Maple Optimization package LPSolve eljarasaval)

zl |z2 z3 |xopt |z min

zImax |18 |42 -12([0, -4
6

]

z2max | 12 | 60 18 |[6, 0
6

]




z3max | -2 |38 36 |[8, -12

multiObjectInput6( );

[ 0 X, x, b
u, 9 18 162
u, 1 0 8
uy 01 6
u, 1 -2 4
zz -1 3 0
z 3 7 0
zz 5 -2 0

(5.1)

A szamitas részletei - ismételten - az aldbbi (bezéarhato) fejezetben taldlhatok az érdekldk szamara.

V A példafeladat maximumainak és minimumainak meghatarozasa

Az indulo tabla:
0 x x, b
u, 9 18 162
u, 1 0 8
uy; 01 6
u, 1 -2 4
zz -1 3 0
z 3 7 0
zz 5 -2 0

A 73 szerinti optimalizalas, eredmények és vizualizacio:

bazisChange ( Uy, X, ) , bazisChange ( U, xz) R
bazisSolution( ), goalFunctionValues( );
abra2dMultiGoal3( );

abraz3opt == abra2dMultiGoal( ) :
# amedMultiGoalPoint( [xl =4,x,=2 ] );

# ez nem kell csak kiprobaltam mind3 rajzoloval megy hal'lstennek!!




2wy u, b
Lou x b u, 9 -18 54
u; -9 36 126
| E
u, -1 2 4
I S S
u; 016 35 >
x 1 -2 4 ’ x, 0 1 8
z 11 4 3 1
a5 Tp 2
z, -3 13 -12
713 g
z -5 8 20| 2 2 2
_ -1 -4 =36

x, =8, x,=2, "célfiiggvenyek:" (z1=-2,2,=38,2,=36)

N

72 szerinti optimalizalas, eredmények €s vizualizacio:



multiObjectInput6( ) :
bazisChange ( U, xz) , bazisChange ( up, X, ) ;
bazisSolution( ), goalFunctionValues( );

abra2dMultiGoal( );
abraz2opt == abra2dMultiGoal( ) :

# abraz2opt;
2w uy b
1
I x, uy b X 9 -2 6
u, 9 -18 54 1
7 -5 2 2
u, 1 0 8
x, 0 1 6
x, 0 1 6

1
5oy -5 -2
z, 3 -7 -4 1
5 2 12 ||2 "3 160
5
ooy 12 -18

x, =6, x, =6, "célfiggvenyek:" (z1 =12,2,=60,2,=18 )
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A z1 szerinti optimalizalas, eredmények és vizualizacio:

multiObjectInput6( ) :

bazisChange(u3, xz);

bazisSolution( ), goalFunctionValues( );
abra2dMultiGoal( );

abrazlopt == abra2dMultiGoal( ) :



zZ -1 -3 -18
z, 3 -7 -42

zZ 5 2 12

x, =0, x,=06, "célfuggvenyek:" (2= 18,2,=42,2,= - 12)

A minimum szamitashoz a célfiiggvények minusz egyszeresét kellett maximalizalnunk. (Ennek
részleteit mar nem kozoljiik.)
Zimin =4 melyetaz [xl =4.,x,= O.] pontban vesz fel.

Zymin — 0 — melyhez nem is sziikséges szamitds, mivel pozitiv egyiitthatos célfiggveny



minimuma mindig nulla.

Zymin =~ 12 melyet az [ = 0.,x,= 6.] pontban vesz fel.

Alkalmazzuk most a korlatok modszerét, z;-t tekintve maximalizalando célként. Legyenek a
korlataink K, =9 és K, = 30. Melyek a lehetseges maximumok 50-50% -ai. (Vagyis az els €s

masodik célok lehetséges maximumanak "csak a felét fogjuk elérni".)
A feladat kiegésziil a két nagyobb egyenls feltétellel,

9- X + 18-x2 <162,

xISS,
x2S6,
x1—2'x2 <4 ,

1+3-x2 >9,

3-x1 —|—7-x2 > 30

—X

z3=5-x; — 2-Xx, =max.
Az indul6 tabla :
(Az nagyobb egyenls feltételeknél a v; eltérés valtozok bevezetesével €s az egyenlséges sorokra a
szokasos *-o0s jelolést alkalmazva)

w, 0 0 9 18 162
w, 0 0 1 0 8
u, 0 0 0 1 6
u, 0 0 1 -2 4
u® -1 0 -1 3 9

zz 0 0 5 -2 0

z# -1 -1 2 10 39

Nem részletezve minden tablat csak az egyenlséges sorok kielégitettségének - a kétfazisu Szimplex
modszer els fazisanak végét - fazisat megjelenitve:



Az errl leolvashaté megoldas:

12
5

0

13
45

1323
16

101
16

39
16

151
16

57
16

27
16

21
16

0




_ 36 27 _ _ 147
X=X T o, v5—0,v6—?

X, =36/5=71/5, x,=27/5=352/5 az alabbi ( a nagyobb egyenlséges feltetelek altal szolgaltatott)

tartomany jobb sz¢éls pontja!
z,=126/5 = 25 1/5 Ami a lehetseges egyedi maximumnak (30) kb 84 %-a. !

N ™~
_—

\

/

Lathatoan a tartomany leszkiilt z, eddigi maximumat nem tudja elérni, mert az a pont ([8,2])

most nem része a tartomanynak.
Feladatunkat animaltan is megjelenithetjiik az alabbiakban:
Egyik korlat-célfiiggvény emelkedése az origotol a korlat értekig:



zIep=9.0000
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A masik korlat-célfiiggvény emelkedése az origotol a korlat értékig:



z2¢p=30.000
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A célfiiggvény az also korlatokat szolgéltatd ponton atmen helyzetétl az optimalis helyzetéig:
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Vagy egyetlen animacidként:



zgep=25.000
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Vagy forditva, az els célfiiggvény optimalis helyzetétl visszafelé az alsdkorlat helyzetig,



zgep=9.0000
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Es a masodik célfiiggvény optimalis helyzetétl visszafelé az alsokorlat helyzetig,



zgep=30.000
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Es a harmadik - tovabbra is célfiiggvénynek tekintett fiiggvény animalasa az optimalis helyzetétl
vissza a megadott pontig.



zgep=1.4000
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Jegyezziik meg ezt a tulajdonsagot, hogy az als6 korlatok megadasaval tulajdonképpen egy pontot
adunk meg, melybe eltolva célfiiggvényeinket alkotjak a leszkitett tartomany hatérait. (Erre
sziikségiink lesz a késbbiekben.)

V A legkisebb célfiiggvény maximalizalasanak modszere

Tekintsiik az alabbi harom célfiiggvényes feladatot, melynek szekvencialis optimalizalasos
megoldasa és harom dimenzios 4brai az alabbi bezarhat6 fejezetben talalhatoak.

2 Xy TXy -|-4-x3 <120,
2'x1 -1-2'x3 <40,

4-)(1 +x2 —F2-x3 < 80

z) =3’xl —|—7-x2 +9-x3,



Z, =7~xl —4'X2 +6'x3,

z3=3-x1 +x2 +3-x3

» A legkisebb célfiiggvény minimalizalasanak elvéhez hasznalt példa
szekvencialis optimalizalasi modszerrel tortén megoldasa és
grafikonjai

fjuk most fel azt a modellt melyben minden célfiiggvénynek egyetlen azonos ym-el jelolt also
korlatot adunk és igy ezeket - mint a korlatok modszerénél mar megyszokhattuk - feltételi
egyenletként kezeljiik. A célfiiggvény pedig ezen egyetlen valtoz6 maximalizalasa!

2 X T, +4-x3 < 120,

2')61 -I—2-x3 < 40,

4-x1 +x2 -|—2-x3 < 80

3~x1 +7~x2+9-x3 Zym
7-x1 —4-x2—i-6-x3 Zym
3-x1 -I—x2—|-3-x3 Zym

z=y, = max.

Ennek Szimplex mddszerrel kezelhetvé alakitott alakja:

2 X TX, +4-x3 <120,
2-x1 -l—2-x3 <40,

4-x1 +x2 -+-2-x3 < 80

—3-)(1—7-)(2—9-)(3 +ym <0,
—7-x1 +4-x2—6-x3 +ym <0,
—3-x1 —)c2—3~x3 —I—ym <0

z=y, =max.
ahol is nemcsak atvittiik az y valtozot a bal oldalra, de (-1)-el szoroztuk is az egyenltleneséget.
Oldjuk meg most ezt az alabbi Maple input ablakban megadva:



2- XX, -}-4~x3 <120,

2- X +2-x3 < 40,

4- X +x2+2' x3S80,

—3-x1 —7‘)62—9')63 +y <0,
—7-x1 —|-4~x2—6-x3 +y <0,

—3-xl —162—3-x3 +y <0

A tartomany megjelenitéséhez nem sziikséges baziscsere végrehajtasa, csak - akar az indul6 tablarol -
egyetlen megengedhet megoldas leolvasasa a bazisSolution( ), goalFunctionValue( );
eljarasokkal.

M;j: alabbi megadas lehetséget ad - a tananyagunkban csak érintlegesen szerepl - negativ
baziscsere elem valasztasi algoritmus hasznélatara. Ekkor a teljes megoldas végigvihet. Lasd
késbb.

multiObjectInputMinGoal( );

[0 y X x, x; b
up 02 -1 4 120
u, 0 2 0 2 40
uy 0 4 1 2 80
w, 1 -3 -7 -9 0 @1
us 1 -7 4 -6 0
ug 1 -3 -1 -3 0
zz .00 0 O

bazisChange(u6, y), bazisSolution( ), goalFunctionValues( );



-1 4 120

,¥=0,x,=0,x,=0,x; =0, "celfiiggvenyek:" (7,=0) (6.2)

o o o o

bazisChange ( Us, X3 ) , bazisSolutionV (), goalFunctionValues( );
) Ug X Xy Uy b |
u, 0 -2 -1 -2 40
x» 0 1 0 — 20
uy 02 1 -1 40

u, -1 6 -6 3 120 |,y=60,x,=0,x,=0,x;=20, "celfiiggvenyek:" (7= 60) (6.3)

3

us -1 -1 5 60

y10—1%60
3

7 -1 0 1 -5 -60

bazisChange ( Uy X, ) s bazisChange( Us, xz) , bazisSolutionV ( ), goalFunctionValues( );



ul 0 1 0 _3 80 ul O 1 O _3 80
1 1 e - Lo_.s5 112 80
3 0 -5 - 1 0 311 11 1111 11
11 1 15 1 13 140

- - __2 xl
6y 0o 5 -5 2 11 11 11 22 11

ool 3 -9 6 0 |y 20 20 18 84 1440 | =52 4 (64
71 T 11
w1 2 s [ 2 1 2 2 60
2 2 2 11 11 11 11 11
yoL o0 -1 2 60 9 1 2 37 80
2 YT 11 2 11
-1 0 1 -2 -0 o 1 2 37 820
2 Z m o e e -2s
1111 1 2 1
_ 140 _ 160 _ _ 80 ,
=1 ) X, B ) Xy T , goalFunctionValue( )

goalFunctionValues( );

- (6.5)

Megkaptuk a legkisebb célfiiggvény maximumat, nézziik meg hol helyezkedik el ez a megengedhet
megoldéasok tartoményan!

Mj: Ezért készitettiik el a bezarhato fejezetben talalhaté szekvencialis optimalizalasi megoldas,
illetve tként a megengedhet megoldasok tartomanyt.

"celfuggvenyek:" (Zl _ 820 )

Felhasznalva most azt és ratéve ezen pontot az abra:

140 160 80

Zminpoint := pomtplot.?d({ 1 11 11

} , symbol = solidcircle, symbolsize =25, color

=" green") ;

display(Graphofgoalfinin, Zminpoint);
PLOT3D(...)



Ezen modszer sziikséges lesz példaul a jatékelméleti feladatok linedris programozasi modelljének
megalkotasahoz - ahol a legkisebb célfiiggvény maximuma egyben az 6sszesé is.

V A tobbcélusag altalanos vizsgalata: (efficiens pont fogalma és
meghatarozasanak egy modja)

Az eddigiekben specialis médszerekkel vizsgaltuk a tobbceélu optimalizalasi feladatot, most nézziik
meg altalanossagban.

V Valés példa, definiciok, (jobb pont, efficiens pont) szemléltetés

Kezdjuk ezen vizsgalatot egy kéznapi — reméeljik — kozertheto peldaval. Ha egy cipoboltban a
,,szamunkra legjobb cipot” szeretnenk meghatarozni belathato, hogy ez legtobbszor nem
lehetséges, illetve altaldban nincs egyetlen ilyen. Lehet talalni legjobbat (br, divatos,
kényelmes), viszont egyaltalan nem biztos hogy ez a legolcsobb is... (Vagyis minden



szempontunk nem teljesiilhet maximalisan.) Hasonloan lehet legdivatosabb de mbr, vagy
legkényelmesebb mbr, a legdivatosabb br, a legkényelmesebb br, stb.

Gondolkozzunk el még azon is, hogy meg tudjuk-e mondani barmely két labbelirl, hogy melyik
,,jobb” melyik elégiti ki jobban (aktualis) igenyeinket. Mit tesziink ekkor tulajdonkeéppen, tébb
adott szempont szerint hasonlitunk 6ssze egyedeket. Ekkor viszont - sok esetben - allast tudunk
foglalni melyik jobb, kedvezbb szamunkra, néhany esetben viszont nem. (Ezért tart sokdig a
vasarlas...)

Vagyis ha tobb szempont szerint valogatunk, akkor legtobbszor nincs minden szempontb6l
legjobb, mivel az egyes szempontok ki is zarhatjak egymast. Lehetnek azonban olyan célok is
amelyik ,,egy felé huznak™ vagyis amikor az egyik szempontrendszer ertékelese pozitiv, vele
egylitt javul a masik cél is.

Ezen t6bb celt tekintve lokalis maximum helyeket ,,legjobb” , leghatékonyabb” pontokat hivjuk
Pareto optimalis pontoknak, vagy a linedris programozasban "efficiens pont"-nak.

Tekintstink egy adatbazist, melyben a fent vazolt cipobolt probléma egy kiragadott — kis
szamossagu — adatai szerepelnek.

A kivalasztott szempontjainkat és pontozasi rendszerlink ( 1 -6 ) részleteit az alabbi tablazatban
foglaljuk Ossze:



Tekintstink most — az atlathatosag kedveert csak nagyon kisszamu (5 mintabdl allo) minta
adatbazist. az alabbiakban:

Sors | Jellemz Any| Kény | Fa | Divat | Célsze| Olcsosag
zam ag |elem |zon|ossag [rség | (1/ar)

1 | Olcso rossz 1 1 I |1 1 6

2 | Draga rossz 1 1 1 |1 1 1

3 | Kényelmes, br, 6 5 3 11 2 2




nem divatos, draga
4 | Kozepes 3 4 |3 4 3 4)
5 | Egészjo, de elég 4 5 15 4 2 (5)
draga
Ezt megjelenithetjiik sugar diagrammon is:
Anyag
Olcsésag (~ 1/ Ar )\ 7 4 “wKényelem
T —4—Sorozatokl
Sorozatok2
Sorozatok3
—Sorozatok4
=fe= S0r0zatoks
Célszer(isé _~ Fazon
Divatossag

Abhol kiviil vannak a j6 egyedek, (pl. 5. termék, vilagosabb kék) beliil pedig a kis pontszamra
értékeltek (pl. 2 termék, borddval jeldlve).
Ha péros 0sszehasonlitassal kivanjuk kezelni ezen termékeket elmondhato, hogy az 2. termék
barmely masiknal (példaul a 3.-nal zoldel jelblt) rosszabb, a 3. és az 5. viszont nem

Osszehasonlithato.

V A cipk dsszehasonlitisanak részletei:

A 2. termek 5 dimenzios josag vektora: v, =

r 1
[a— — — — — —
L |

Hasonloan a 3. termék josag vektora: v, =



N N — W L, O\

Ezek mint vektorok - komponensenként - 6sszehasonlithatoak:

vagyis: v, < v,

Az 6todik termék, melynek josag vektora v =

N R U B

[ 1<6 ]
1<5
1<3
1=1
1<2
1<2

r 1
— —_ [a—y —_— —_ [a—y
L |

| \O T NS R N )

azonban nem 0Osszehasonlithatd a

harmassal, mivel v, az els szempont szerint jobb, a harmadik szempont szerint viszont

rosszabb. Arban viszont egyformak.

6> 4 |
5>4
3<5
1<5
2<4

2=2

Megjegyzés: az 6sszehasonlitas technikaja a jatékelméletben hasznalt/megismert dominancia

modszerrel egyezik meg.

Altalanosan felirva:

Az alabbi tobbcéll optimalizalasi feladat esetén

4-x<b

=<
\
=
>~
\
(=
I

m

=




Z,=C; - X=max.

Definicié: x, hatékonyabb pont (Jobb pont) mint x,
ha:

X, ; X, € L (L - a megengedheto megoldasok tartomanya)
és zl.(xz) < z(x) minden i-re (i=1, ..., k)
valamint 1étezik 3 10 hogy Zio(xz) < ZiO(xl)

Szavakkal:
X, pont hatékonyabb, jobb pont mint x, pont ha:

mindkett lehetséges pont (eleme a megengedhet megoldasok tartoméanyanak)
és minden egyes célfiiggvény nagyobb vagy legalabbis ugyanakkora értéket ad x| -re mint x,, -re.

Vagyis barmely célfiiggvénybe helyettesitjiik is x, -et az mindig nagyobb vagy egyenl értéket ad
mintha x, -t helyettesitettilk volna. Azonban ha mindegyik célfiggvenyre az egyenloseg teljesiil —

ezt ezen felirasunk megengedné — akkor az nem jobb, csak ugyanolyan pont lenne. Ezert
szlikséges, hogy kiegészitsiik azzal, hogy
valamint legalabb egy célfiiggvényre a hatarozottan nagyobbnak kell teljesiilnie.

Megjegyzés: Ezen definicionk nem linearis célfiiggvényekre, st nem linearis feltételekre is
altalanosithato az aldbbiakban:
Az alabbi tobbcéli, nem linearis optimalizalasi feladat esetén

g(x) <b
m

<
\
=
I~
%
=
I

m

=

b eR™ gx)erR" >R

JiC.

fo(.x) =max. .

) =max.

I=

£, x) =max

ahol g(x) - nem linearis (vektor - vektor) fliggvény



¢s f;,f,, ..., f anem linedris (vektor - skalar) celfliggvények.
Ekkor x, pont hatékonyabb, jobb pont mint x, pont ha:

XX, €L

és fl.(xz) Sfl.(xl) minden i-re (1= 1, ..., k)

valamint 1étezik 3 i hogy f)(x,) < /(%)

Mieltt tovabbmennénk a gondolatmenettel, tekintsiink egy példat.
X, , X, nem negativak

-2x1+ 4X2§ 8
2x1-4x2§32
5/4x1- X, < 4

X, + X2§10

7, = 8x1+ X, = max.
z,= 2x1+6x2=max.
z3=—2x1+3x2=max.

Vizsgaljuk a célfiiggvények egyedi maximumait. Ehhez a feladat indulo tablgja:
multiObjectinput9( );

0 x; x, b
u, -2 4 8
u, 2 -4 32
Uy % -1 4
(7.1.1)
u, 11 10
zz 8 1 0
z 2 6 0
zz -2 3 0

A 71 szerinti optimalizalas:



A megoldas ebbl:

"celfiiggvenyek:" (zl =—

A 72 szerinti optimalizalas:

A megoldas ebbl:

1

X

l\)l»—‘

l\)lr—ﬂ

l\)‘: N|jw A o

(9]

vlw v W] ule

i .lklr—‘

RS

-l>|>—*

Alw DL A~ A~

b

40

oo

1
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|
[S—
\S]

1
(o)

o=

N W




"celfiggvenyek:" (zl =

A 73 szerinti optimalizalas:

I x u, b
0 x x, b X, —% % 2
-2 4
“ 8 w, 0 1 40
u, 2 -4 32 s
= = 6
5 34 g
uy — -1 4
) u ER. 8
u, 1 1 10 2 4
17 1
z, 8 1 0 5 o -y 2
z, 2 6 0 3
Z, S ) -12
z -2 3 0
1 3
Z3 _? _Z _6
A megoldas:
x,=0,x,=2

"celfiggvenyek:" (7,=2,2,=12,2;=6)

A rajzon lathatoan a célfiiggvények "harom felé huznak" - optimum helyiik kiilonboz.
z, - narancs, z, - piros, z, pedig lila szinnel jel6lve:



2
Vizsgaljuk meg hogy az r; = 0

4

jobb pont-¢ mint az r, = pont.

Elszor ellenrizziik, hogy 1, , I, egyaltalan lehetséges pont-e, melyet legegyszerbben (€s
leglatvanyosabban) a tartomany ¢€s a pontok felrajzolasaval tehetlink meg:



Helyettesitsiik be hat mindkét vektort az 6sszes célfiiggvénybe:
z;=8x; +x,

22=2x1 -|—6x2
z3=—2x1 +3x2

2(n)= 16 5 z(n)= 34
Zz(zl) = 4 ; Zz(fz) = 20
o) =4 5 a5(L)= 2

Lathatéang, —beli célfiiggveny értékek hatarozottan nagyobbak, vagyis azr, pont tényleg jobb

pont mint 1.

Osszehasonlitast:

1
Tekintsiik most azr, €s 1, = [
2

ZI(L”Z) = 34 ZI(L”3) =10
22(12) =20 ; 22(13) = 14
23(z2)=—2 ; z3(z3)= 4



Ezek viszont nem 0sszehasonlithatoak, mivel z; €sz, r, -re szolgaltat nagyobb értéket, mig z; r; -

ra.
Mj: Az 6sszehasonlitds itt is olyan mint a jatékelmélet dominancia modszerénél hasznalt.

Ezen pontokat is grafikonon dbrazolva, a pontokba behuzott célfiiggvény egyenesekbl is lathatd,
hogy javultak, vagy romlottak a masik ponthoz képest:

11=1,x[2]=2)

Vagyis vannak 6sszehasonlithat6 és nem Osszehasonlithatd pontok adott tobbcélu esetben.
Hogyan lehet mégis megfogalmazni legjobb pontok kritériumat matematikailag és kdznapi
fogalmazasban is.

,.Legjobb pont az amelynél nincs jobb pont.” Elso latasra tautologianak (semmit mondonak, sajat
ertelmenél fogva teljesiilo) allitasnak tunhet, de mivel a ,,hatckonyabb (vagy jobb) pontot” mar
definialtuk, igy ez egzakt megfogalmazas.

Kifejtve ,,leghatékonyabb, legjobb pont” az, amelyhez nem talalunk olyan masik pontot, amelyre

legalabb egy célfiiggvény nagyobb értéket ad, mikdzben az dsszes tobbi célfiiggvény nem ad
kisebbet.

Matematikai formalizmussal:



Definicio: Efficiens pont( leghatékonyabb, Pareto optimalis, "legjobb' pont)

x, efficiens (leghatékonyabb, Pareto optimalis, legjobb) pontja egy tobbcelil optimalizalasi

feladatnak ha:
X, € L es 73 (nem letezik) x*+# x_; x* € L, hogy

z(x,)<z(x*) Vireés 3i0,hogy z,(x,)<z,,(x*)

Szavakkal:
Egy lehetséges pont akkor efficiens pont, ha nincs nala jobb pont, vagyis nincs olyan pont
amelyre minden célfliggvény legalabb akkor értéket ad mint x -re,€s van egy olyan célfliggveny

ami nagyobbat.

Belathato, hogy egy tobbcélu optimalizalasi feladatnak tobb efficiens, vagyis pareto optimalis
pontja is lehet.

Nem toreksziink azonban olyan modszer bemutatisara, mely az §sszes meghatarozasat lehetvé
teszi, csak egy ugy nevezett szukcessziv approximacios (révidebb nevén iteracios) modszert
mutatunk be, mely jobb pont és igy legjobb pont elallitdsara alkalmas.

V Egy efficiens pont elallitasanak (iterativ) moédszere (jobb pont
elallit6 modszer)

Tekintsiik a tovabbiakban is az elz fejezetben elemzett példat. Erre a - korabban ismertett -
korlatok modszerének modositott felhasznalasaval egy "jobb pont elallito eljarast" mutatunk be.
Melynek matematikai hatterét nem, csak technikdjat fogjuk megismerni. (Ez is tanulsagokkal
szolgal.)

A korlatok modszerét modositsuk ugy, hogy egy kivalasztott (bels,- vagy hatér,-) pont
célfiiggvénybe tortén helyettesitése szolgaltassa az 0sszes célfiiggvényre a korlatot. (Vagyis
minden célfiiggvényt korlatnak tekintiink! ) Célfliggvényként pedig az 6sszes célfliggvény
egyszer aggregaltjat (0sszegét) tekintjiik.

M;j: Mivel ez csak matematikai technikai, segéd céllal tessziik, ezért a dimenziotlanitds most nem
szlikséges.

Példankban legyen ez a pont [ 4, 3 ] -as.
Ekkor K, = 8%4 + 1*3 = 35 K,=2%4+6 *3 =26 Ky=-2%4+ 3*3=1

Megoldand¢ feladatunk ekkor:

—2-x1 -|-4-)c2 <8,
2~x1 —4'x2 <32,

5
_ — <
4 x1 x2 4,

X +x2 <10,

8-x1 + l-x2 > 35,

2')61 +6-x2 > 26,



—2x1 —|-3-x2 > 1

8-x1 + 10-x2

A tartomany grafikus abrdzolasa : Kékkel szerepel rajta a "korlatként" valasztott pont, melyen
atmennek a célfiiggvények egyenesei.

Mj: Kozismert, hogy egyenes egyenletébe adott pontot helyettesitve és a kapott értéket az
egyenlet jobb oldali konstans értékeként hasznalva ezen egyenlet irja le az ponton 4tmen egyenes
egyenletét.

Oldjuk meg most ezt a feladatot! Az indul6 és a tovabbi Szimplex tablak ekkor:



uy, 0,

727360 720 36°

2|

0 Vs Vg
u, 0 O
7 0 O
Uy 0 O
Uy 0 O
u*5 -1 0
u*6 0 -1
u*7 0 0
Z 0O O
z*¥ -1 -1
Vs Ve Vg X um; b
4 2 4 32
0 0 3 3 3 9
4 2 4 328
o 0 -— -=— — —
3 3 3 9
1 7 1 46
o 0 -— — — —
3 12 3 9
1 5 1 80
0 0 3 3 3 9
1 26 1 416
b0 3 3 3 9
0o -1 2 6 -2 32
1 2 1 10
0 0 3 3 3 9
10 44 10 100
0 0 3 3 3 9
7 44 704
-1 -1 — — 0 —
3 3 9
R
93 97 93 97 b
1 10 1 10
-, -—, —, —.,40
99 9599 9’ ]’
7 19 7 19

|

32

1 10
1 35
26

62

2, Vs, Vg, Vo, UM, umo, b |,



S 2 5

13 23 44
o, 1, o -0, OH




4
0O 0 —
3
4
0O 0 -—
3
1
0O 0 -—
3
1
o o0 =
3
1
3
2
1
0O 0 -—
3
10
0O 0 —
3
7
_1 _1 -
3
Vs V7
N
13 13
117
13 13
737
104 104
57
26 26
.9 23
13 13
3 1
26 26
4
13 13
2 36
13 13

0 0




A harmadik tablaban sikeriilt a modositott normal célfliggvényt kielégiteni, attérhetiink a z
célfiiggvény szerinti optimalizalasra.

4 Vs u, b ] [ 5 Uy u, b

. 113 52 v 15 A

717 17 17 7 3 6 3

u, 0 1 40 uy, 0 1 40

; 3 37 105 ) 13 5

334 136 34 3 2 8

" 3 1 37 v 77 37
4 17 34 17 53 6 3

v 10 23 92 v 10 2 38
6 17 17 17 6 3 3 3

X _2 1 66 X 2 _1 16
1 17 34 17 I3 6 3

X S 4 67 X 1l 1 14
2 17 17 17 2 3 6 3

- 26 _36 _ 1198 - 26 1 268
D i 17 17 1 3 3 3
z¥ 0 0 0 z¥ 0 0 0

A fenti tdbla mar optimalis. Az errl leolvashatd megoldas:

16 14

x1=T=5.33 , x2=T=4,66,
_3r 38 7
VS_ 3 ’v6_ 3 ,V7—3
S 268
3

Mindhéarom célfiiggvény értékeit kiszdmolva lathatjuk, hogy ezen pont tényleg jobb pont. (Az
elz fejezetben definidlt értelemben, - mined célfiiggvényre nagyobb értéket szolgiltat. )

16 14
4,3) =35 < S0 2% )= 24
2,(4.3) 255
16 14 110
22(4,3)226 < 22(7,7)27231,66
16 14 34
Z3(4,3)=1 < Z3(T,T)=T=11,33

Mj: A fenti példa nem bizonyités, csak demonstralasa az eljarasnak.

Grafikonunkon abrazolva az eredetileg megadott [4,3] és a feladat megoldés utan kapott optimalis
pontot szintén lathato, hogy mindegyik célfliggvény nullatdl tavolodo iranyba - vagyis
novekedési iranyba - tolodott.



Konstrualjuk meg most azt a feladatot, amelyben ezen kapott pont adja a korlatokat - vajon

modszeriink képes-e még jobb pontot szolgaltatni.
(A feladat majdnem azonos az elzvel, csak a korlat értékek masok. )

16 14 128+ 14 1

K o=8% -0 4. 1% _ =24 =47—
=8t A 3 3
16 14 32484 116 2

K,=2%—> 46— = = =98
2 3 03 3 R
16 14 -32+442 10 1

= * — = . = _ — = J—
Ky=-2% > +3:— 3 3 ~33

Mj: Eppen az elbbiekben kiszamitott z ( %, 13—4 ) = 1;‘—2 stb. értékek, vagyis nem is kellett

volna ismételten szamitanunk!

Megoldand¢6 feladatunk ekkor:
—2-x1 -|—4-x2 <8,

2-x1 —4-x2 <32,



5
4 X T Xy <4,
x, +x, <10,

1 "2~

8')61 + 1~x2 > lgi,

2-x1 -|—6-x2 > 1;—6,
—2x1 +3-x2 > 13—0

8~xl + 10-x2

A megoldéas menetének Szimplex tablai:
Indulo:

u; 00 0 %—1 4
u, 0.0 0 1 1 10
Wt -1 0 0 8 1 1‘3‘—2
we 0 -1 0 2 6 1;—6
wt, 00 -1 -2 3 13—0

268

* 1 -1 -1 8 10
z 3

Masodlagos célfiiggvény kielégitettségének tablaja €s a z szerinti optimalizalas 1épéset:
(u* -ok oszlopait most is megtartottuk.)



4 Vs u*s u,  u¥g our, b 5 u, u*s u;  uF, u*, b
v, % %7 % 0 -1 0 v, -0 % 0 -1 0
wy, 0 0 1 0 0 40 w, 0 0 1 0 0 40
" 33—4 —33—4 % 0 0 2 " % 0 % 0 0 2
u, 137 13—7 —% 0 0 0 Vs 13—7 -1 —% 0 0 0
v —% % % 10 0[] v 13—0 0 % 10 0
) '1_17 % 14_7 0 0 134 X, % 0 % 0 0 %
IRt I U N ol ST SCHRE SIUCEES
z* 0 0 0 1?3% 0 z* 0 0 0 %% 0

A leolvashat6 megoldas, (mely azonos az elz feladat megoldasaval):

L_16 14
b3z 37
vs=0,v,=0,v,=0
L 268
3

A "tartomany" optimalis pont €s az ezen &tmen mindharom célfiiggvény (pirosak) valamint az
aggregalt - szamitashoz hasznalt, lila - célfiiggvény egyiittes grafikus megjelenitése:




/N

Lathatoan a tartomany egyetlen - a piros optimalis - pontra szkiilt, elfajult.

Mj: Ezt jelzi a sok nulla a szamitasban. (Degeneracid - a b oszlopban és alternativ optimum a
célfiiggvény sordban.)

Megallapithatjuk, hogy eljarasunk nem tudott a most kiindulasként hasznalt pontnal jobb pontot
szolgaltatni - mivel a feladat tartomanya egyetlen pont volt.

Vagyis ezen pont "legjobb pont" - efficiens pont vagy masként Pareto optimalis pont.

Koénnyen beléathato, hogy a tartomany szélei legtobb esetben mind tovabb nem javithaté legjobb
pontok, mivel a célfiiggvényeket azokba eltolva (kiindul6 korlat pontként hasznélva ezen
pontokat) a feladat tartoméanya egyetlen pont, melyet ezen eljaras nem tud tovabb javitani.
Ezeket hivjuk Pareto frontoknak - mivel a tartomanyok hatarain 6sszefiiggen helyezkednek el.

Osszefoglalva:

A tobbcélu optimalizalasi feladatok altalanos elemzésében hasznalt definicidink:

Efficiens vagy Pareto optimalis (legjobb) pont - aminél nincs (vele dsszehasonlithato) jobb
pont.

Egy efficiens pont elallitasanak iterativ (szukcessziv aproximdcios - azaz sorozaton kozelitéses)
modszere:

a jobb pont elallité algoritmus.

Mely kiindulva egy tetszlegesen valasztott pontbdl - ha az nem efficiens pont volt - egy jobb



pontot szolgaltat. (Mely minden célfiiggvényre legaldbb akkora egyben pedig biztosan nagyobb
értéket ad.) Ha ezen algoritmus visszaadja a kiindulési pontot, akkor annal nincs jobb pont, vagyis
az efficiens pont.

Az algoritmus:

Minden célfiiggvénybl ezen ponton atmen alsé korlatot képeziink, a szdmitashoz
célfiiggvényként pedig a célfiiggvények egyszer aggregaltjat (0sszegét)hasznaljuk. Ez altalanos
tipusu LP feladat, mely a v segédvaltozok segitségével modositott normalla alakithato és
megoldhato.

V Kidolgozott feladat efficiens pont keresésre

Tekinstlik az alabbi harom célfiiggvényes feladatot:

“2-x +4x, <14,

2-x1 — X, < 16,

5
= . -J. <
4x1 2x2_8,

2-x1 +2-x2 <22

4-x1 + l-x2 = max.

2 -x1 + 6-x2 =max.

4 "Xy~ 6 "X, = max.

Vizsgaljuk meg hogy ax, =2, x, =2 pont efficiens pont-e. Ehhez szamitsuk ki a célfiiggvényeket
ezen pontban:

2(2,2) =42 +12=10
5(2,2)=2-2+62=16
7(2,2) =42 — 62 =-4

Ezeket haszndlva als6 korlatoknak és a célfiiggvények egyszer dsszegét célként, a megoldando
feladatunk:

“2-x +4x, <14,

2-x1—x2£16,
i-x -2-x, <8
4 71 277

2-x1 -|—2-x2 <22,

4-)c1 + l-x2 > 10,
2-x1 —|—6-x2 > 16,
4-x1 —6'x2 >-4




lO'x1 + 1'x2
Most csak az 6tddik €s a hatodik sorba kell v, eltérés valtozokat bevezetni, mivel a hetedik sor (-1)-el

tortén szorzas utan kisebb egyenlvé valik!

A feladat indul6 €s tovabbi Szimplex tablai:

w, 0 0 2 -116
u; 0 o%-zs
u, 0 0 2 2 22
Wt -1 0 4 110
wte 0 -1 2 6 16
w, 0 0 -4 6 4

z 0 0 10 1 0

v vy x b 2 Vs Vg b
1 9 10 9
w0y P LR TR TR
1 3 7 3
-~ 0 -= 11 U
25 2 “20. 11 T
w = o -1 ¥ 23 37 19
3 16 16 8 3044 88 2
1 3 4 3
- 0 = 17 a4 2
Y 2 T T
1 1 5 0 3 1
-= 0 = =2 =
Ty 4 2 I TR TR
1 11 1 2
%k = _ — - _ =
wte o -1 o 5 = 2

w, -1 0 7 14
7 " _18 14
11 11
z i 0 —i -25
L2 2 . 20 3 5
L1 11
O T L B
2 2 z* 0 0 0




Elértiik a masodlagos célfliggvény kielégitettségének allapotat, attérhetiink célfliggvényiink
optimalizaldsara, de elbb jelenitsiik meg a tartomanyt, az alsé korlatot jelent [2,2] ponttal (kék)

egylutt:
Y
10

8,

6,
)

4

2,

A tovabbi baziscserék:



>3 Uy Ve b ] _4 Uy u, b
5
a0 2 ew0 || 24 4 2 g
23 23 23 L1 11 11 u, -1
28 11 56 56 46 112 .
u - - - V. - - - 1
2 "3 46 23 6 "1 11 11 Ve 3
a3 || 24 03 o0 ||,
523 46 23 511 11 11 >
o160 13 a0 |24 260 18 || uy o
4 23 23 23 41 11 11
o124 60 [f 4 8 96 [|x —
13 23 23 TR TR 6
o4 s s || 8 5 16 ||x o+
2 "3 Ta6 23 > "1 11 1 3
o1 oess || 02 2 33 || -4
723 23 23 711 11 11 3
_ 16 85 1608 || _ 48 85 976 || A 2
T3 46 23 ol 1 om0
om0 0 0 om0 0 0 )

Ez a tabla mar optimalis. A megoldés:_
x,=9,x,=2 , "célfiggvenyek:" (7,=92) vs=28,v,=14




8,

6,
%

4

2,

Vagyisa[ 9,2 ] -es pont jobb pont mint az eredetileg javasolt [ 2, 2 ] pont.
Ellenrizhetjiik is a célfiiggvény értékeket ezen pontokban:
z,(2,2) =10 < z(9,2)=38

z,(2,2) =16 < z(9,2)=30
7(2,2) =-4 < z(9,2)=24
Ténylegesen minden célfiiggvényre nagyobb értéket szolgaltatott!

Most inditsuk el algoritmusunkat ebbl a pontbol vajon van-e ennél is jobb pont? Ekkor a feladat
majdnem azonos az elzvel csak az also korlatok értéke modosul. A megoldandé feladat mddositott
normal feladatta alakitott alakjat felirva:
—2x, +4-x, <14,
1 2
2-x1 - X < 16,
5
4 X -2- Xy <8,
2- X +2- X, <22,
4~)c1 + 1~x2 ~ Vs =38,
2-x1 + 6-x2 Y =30,



4‘X1—6'X2 —v7=24

10-x1 +x2

A megengedhet megoldasok tartomanya ekkor:
N

10

-2

Lathatoan egyetlen pont! Vagyis szadmolas nélkiil is biztosak lehetiink benne hogy a [9,2] efficiens
pont.

(Mivel megoldasunk nem szolgaltathat mast mint az egyetlen lehetséges (megengedhet megoldasok
tartomdnyaba es) pontot! )

Felirva azért az indul6 és a tovabbi Szimplex tablakat, hogy lassuk szamoldsainkban hogyan jelenik
meg ezen eset:
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Elértiik a masodlagos célfliggvény kielégitettségének allapotat, majd attérhetiink célfiiggvényiink
optimalizalasara.

4 u, vy b 5 u, u*s o u  u* u*, b
1 3 1 5
-2 2 -— 0 — 0 -1 0
u; 4 24 % 3 6
7 3 0 u, 0 0 1 0 0 40
s. 2 4 | ;
316 32 4
v 17 -1 —l 0 0 0
B T B 503 6
) 2 4 10 2
L9 T, o3 0oz b 00
6 2 4
X 2 0 —L 0 0 16
Lo L1 13 6 3
2 2 4
vy + o L o o 14
x| 3 1 9 2 3 6 3
e 4 -2 o oL g o 2%
1
z, -8 _i ) 3 3 3
2 13 7
* _ -
om0 0 0 z 0 0 0 9 3 0

Az ertl leolvashat6 megoldas:
x,=9,x,=2 , "celfuggvények:" (7, =92) vs=0,v=0,v,=0,

Ez lathatoan megegyezik indul6 megoldasunkkal. Vagyis modszeriink nem tud jobb pontot
elallitani, vagyis a megadott pont legjobb (efficiens, Pareto optimalis) pont.

A tartomany megjelenitése ezen optimalis ponttal:

(Ez teljesen azonos a megengedhet megoldasok tartoméanyéval, csak a pontot most pirossal
szineztiik.)
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V Osszefoglalas

Ezen fejezetben a tobbceélu optimalizalasi feladatok néhany kezelési lehetségét mutattuk be.

A szekvencialis optimalizalas médszerét - mely tulajdonképpen a céljaink (kiils, fizikai,
modellezési) szempontok szerinti sorbarkdsa utan az els célra vonatkozo optimum megkeresése,
illetve, ha van az els célnak alternativ optimuma, akkor azok koziil a masodik illetve tovabbi célok
szamara legkedvezbb megoldas kivalasztasa.

A dimenzidtlanitas modszerét - mely altalanos modellezési elv. Célfiiggvényeink dimenzidtlan
egyre normaldsahoz sziikségiink van ezek minimuménak és maximumanak kiszamitasara. Ezekkel
végezhet el a minimumok kivondsa utén a terjedelemmel (minimum minusz maximum értékkel)
tortén osztas, normalas - ami tulajdonképpen a jol ismert szdzalék fogalomnak felel meg. igy
nemcsak dimenziotlan de a [0, 1 ] intervallumba es azaz egyre normalt fiiggvényeket kapunk. Ezek
mar aggregalhatdak, sulyokkal 6sszeadhatoak. Ilyen feladatokra lathatunk példat az anyagban.

A korlatok modszerét - melyhez szintén célszer tudnunk az egyedi célok maximumait, nehogy
annal nagyobb also korlatot adjunk meg. A célfiiggvények koziil valamelyeket, célszeren egy



kivételével mindet, lehet korlatnak tekinteni, majd az egyetlen maximalizdland6 célt maximalni.

Az efficiens pont fogalmat - mely olyan értelemben legjobb pont, hogy nincs néla (vele
0sszehasonlithato) jobb pont. Ez a Pareto Optimum fogalmanak felel meg.

Az efficiens pont egy szukcessziv approximacios elallitasi modszerét, mely a korlatok
modszerére éplil. Megadunk egy tetszleges (bels = a megengedhet megoldasok tartomanya beli)
pontot, melyen atmen célfiiggvény egyeneseket tekintjiik nagyobb egyenls korlatoknak,
célfiiggvényként pedig az egyedi célok egyszer aggregaltjait tekintjiik. (Ez nem all ellentmondéasban
a dimenziotlanitas fejezettel, mivel ezt a célfiiggvényt csak egy jobb pont meghatarozasanak
technikai céljaval hasznaljuk majd. ) Ha igy mas, jobb pontot kapunk akkor eredeti pontunk nem volt
efficiens. (Mivel van ndla jobb pont.) Ha visszakapjuk a megadott pontot, akkor az efficiens pont.
(Mivel nincs nala jobb pont.)

A - tobb esetben hosszu, bonyolultnak tn - részszamitasok az esetek tobbségében bezarhato
szekcidkban talalhatoak. Ezek a teljesség, visszaellenrizhetség kedvéért kertiltek az anyagba, de
ezeket csak az érdekldknek javaslunk attanulmanyozni.

V Feladatbank
1. Hatarozza meg, hogy a [0,5] pont illetve a [8,8] pont efficiens pontja-e a feladatnak?
U
O x1 , x2 nem negativak
0 2x1 - x2 [180
0 - x1+4 x2 024
O 2x1+ 2 x2010

zl = 2x1+5x2=max.
z2= 6x1- 2x2=max.

2. Elemezze az alabbi tobbcéli optimalizalasi feladatot. Az alabbi preferencia sorrend esetén keresse
meg megoldasat a szekvencialis optimalizalas modszerével! [
x1,x2,x3,x4 >=0
xI +x2 + x4<=100
x2+x3 +x4<= 80
xl +x2+x3 <= 50

zl= 2x1+3x2 +2x3+2 x4 =max.
72= 4x1+6%x2 +5x3+4 x4 =max.
z3= x1-5x2 + x3-3x4=min.

3.[Rajzolja fel grafikusan az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatot! Adja meg azon 1-re normalt
dimenziotlan ered célfiiggvény értékét melyben az els célfiiggvény 50%-0s a masodik ¢és a
harmadik pedig 25-25% sullyal szerepel!

x1 , x2 nem negativak.
-2x1 +x2<= 2
xl +2x2 <= 12
-x2 <= 6



z1 =6 [Ft/kg] . x1 [kg] +4 [Ft/kg] .x2 [kg] =max. [Ft]
z2 =-1[USD/kg] . x1 [kg]+ 5 [USD/ kg] .x2 [kg] = max. [ USD ]
z3 =7 [liter/kg] .x1 [kg] - 2 [liter/ kg] . x2 [kg] =max. [ liter ]

4.[Adja meg az alabbi tobbcélu LP feladat 1/4 és 3/4 sulyokkal agregélt - dimenzidtlan egyre
normalt - célfiiggvénnyel tortén megoldasanak indulo tablajat! | [

xl ,x2 20
x]l + x2<=10
x1 <= 6
xl - x2<= 4

zl =-2x1+ x2=max.
z2= 2x1- x2=max.

5.Rajzolja fel grafikusan az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatot! Adja meg azon dimenzidtlan
ered célfiiggvény értékét amelyben az els célfiiggvény 40%-0s a masodik 35 a harmadik pedig
25% sullyal szerepel! x1,x2 >0

xl +2x2 <=12
-X2 <= 6

zl = 6x1 +4 x2 = max.
72 =-x1 +5x2 =max.
z3 =7x1 -2 x2 =max.

6. Adja meg az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatban a mindkét célt 50-50%-ban figyelembevev
dimenziotlan ered célfiiggvény meghatarozasanak mod;jat! [
x1 , x2 nem negativ
x1 +2x2<40
-x1+2x2<20
3/8x1- x2 <40

zl = x1+4x2=max. [milli6 $]
72=8xl - x2=max. [kg]

7.1Adja meg az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladat dimenzidtlan célfiiggvényeinek 2/9-es és 7/9-es
sulyozasaval vett ered célfiiggvényére vonatkozd optimalis megoldéasat!
x1 , x2 nem negativak
O 2x1 - x2 080
0 - x1+4 x2 124
0 2x1+ 2 x210110

zl = 2x1+5x2=max.
z2= 6x1- 2x2=max.

8.[Alkalmazza a korlatok modszerét az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatra! 60 és 60 %
Grafikusan is dbrdzolja a szamitassal vizsgalt esetet! [

O x1,x2 nem
negativak



2xl - x2<= 8§
-x1 +4x2<=24

zl = 2 x1 + 5 x2 = max.
z2 = -2 x1 + 6 X2 = max.

9. Sejtésiink alapjan az alabbi tobbceélu optimalizalasi feladatnak az zeT =[ 1,4 ] pont efficiens
pontja. Ellenrizze a sejtést! [1

x1 , X2 nem negativak
22x1 +£2x2<= 6
5x1 +2x2 <= 40
x1 <= 6
x2 <= 10

zl= 6x1 -3 x2 =max.
z2=-2x1 + 3 x2 = max.

10. Allapitsa meg, hogy efficiens pontja-e az alabbi tobbcélil optimalizalasi feladatnak az zeT =[5,
15/2'] pont? \011\011\011

x1 , x2 nem negativak

O 16 x1 +2x2 16001
O -x1+2x2 10
0 4x1-x2 40

zl =4 x1 + 6 x2 = max.
72 =5x1 + 2 x2 = max.

11. Efficiens pontja-e az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatnak a [ 2, 4 ] pont?]

x1 , x2 nem negativak
4x1+2x2 <55
[l 3x1-2x2 (16
xl+ x2 < 20

zl = 6x1 -2x2 =max.
72 =-3x1+8%x2 =max.

12. Efficiens pontja-e az alabbi tobbcéli optimalizalasi feladatnak az [ 1,4 ] pont?[]

x1 ,x2 nem negativak
6x1+4x2 <30
O 3x1-3x2 9
x2 < 4

zl = 3x1-5%x2 =max.
72 =-2x1+9%x2 =max.

13. Efficiens pontja-e az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatnak az [ 2, 14 ] pont?[]



x1
, X2 nem negativak
2x1-4x2 <40
O 2x1+4x2 60
-x1 +2x2<28

zl = 5x1-2%x2 =max.
72 = 2x1+&8x2 =max.

14. Abrazolja az alabbi tobbcélii optimalizalasi feladatot és vizsgalja az x' = [10,10] pont
tulajdonsagait! [J

x1
, X2 nem negativak
O 16 x1 +2x2 16001
O -x1+2x2 10
O 4x1-x2 40
zl =4 x1 + 6 x2 = max.
z2 =5x1 + 2 x2 = max.
15. Efficiens pontja-e az aldbbi tobbcélu optimalizalasi feladatnak az zeT =[10,15] pont? \011
0
O x1 , x2 nem negativak
O x1 +2x2 400
0 -x1+2x2 20
O 3/8 x1 - x2 40
zl = x1+4x2=max.
z2 =8x1 - x2=max.
16.Bizonyitsa be, hogy az alabbi feladatnak az XeT = [4,0,5 ] pont efficiens pontja!
x1,x2,
x3 nem negativak
xl +2x2 <= 4
-x1 + 2x3 <= 6
xI + x3 <=20
zl = 3 x1 +5x2+ 8 x3 =max.
z2 = 3x1- 2x2+4x3=max.
17.Bizonyitsa be, hogy az alabbi feladatnak az zeT =[8,10, 15 ] nem efficiens pontja!
x1,x2,

x3 nem negativak
x1 +2x2 <=4
-x1 +2x3 <= 6
2 x1 + x3 <=20

zl = 3x1+5x%x2+ 8 x3 =max.
72 = 3x1- 2x2+4x3=max.



18. Ellenrizze, hogy az zeT =[ 8, 8 ] pont efficiens pontja-e az alabbi tobbcéli optimalizalasi
feladatnak! Grafikus abrazolasanak segitségével is tdmassza ald eredményét!
x1,
x2 nem negativak
2x1-x2<=38
-x1 +4x2 <=24

zl = 2x1+5x2=max.
72 = -2 x1 + 8 x2 = max.

19. Efficiens pontja-e az alabbi tobbcéli optimalizalasi feladatnak az xeT =[2,0]pont?
x1,
x2 nem negativak
S5x1+2x2 < 10
O -x1+2x2 06

4x1-6x2 < 24

zl = 4x1-2%x2 =max.
72 =- x1+6x2 =max.

20. Allapitsa meg, hogy efficiens pontja-e az alabbi tobbcéla optimalizalasi feladatnak az zeT =[ 10,
12 ] pont? \O11\011

x1,
x2 nem negativak
-6x1+10x2 <60

O 8x1- 4x2 32
O xl - x2 4
xl + x2 <40

z1 =2 x1 + 8 X2 = max.
72 =6 x1 +2 x2 = max.

21.[Ellenrizze, hogy az zeT =[ 6,4 ] pont efficiens pontja-e az alabbi tobbcélu optimalizalasi

feladatnak! A feladat grafikus dbrazolasanak segitségével tamassza alad eredményét!
U
O x1 ,x2 nem negativak
-2x1+ x2<=
xl+ x2 <=1
x1 <=
X2 <=
xl - x2 <=

NG NG == \V )

zl =-2x1+ x2=max.
z2= 2x1- x2=max.

22. Ellenrizze, hogy a [10, 9] pont abszolut optimuma-e az alabbi tobbcélu optimalizalasi
feladatnak? [J

U

O x1, x2 nem negativak

0 -4x1 +8 x2 3201



-10x1-6 x2 60
6x1-8 x2 48
0 x10 10

0oOod

zl = 2x1+5x2=max.
z2= 6x1- 2x2=max.

23. Hatarozza meg az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladathoz azon dimenzidtlan ered célfiiggvény

értékét amelyben az els célfiiggvény 50%-o0s a méasodik és a harmadik pedig 25-25% sullyal
szerepel!

u
O x1 ,x2 nem negativak
x]1+2x2 <= 12
-x2 <= 6

z1 =6x1 +4 x2 =max.
z2 =-x1 +5x2 =max.
z3 =7x1 -2 x2 =max.

24. Vizsgalja, hogy az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatnak az zeT =[4,0,5 ] efficiens pontja-
e!

U

O x1 , X2 nem negativak
x1 +4x2 <= 14
-x1 + 2x3 <=16
2x1 + x3 <= 20

zl = 3 x1+5x%x2+ 8x3 =max.
z2= 3x1- 2x2+4x3=max.

25. Ellenrizze, hogy az zeT =[ 8, 8 ] pont efficiens pontja-e az alabbi tobbcéli optimalizalasi
feladatnak! Grafikus abrazolasanak segitségével is tdmassza ald eredményét!

O
O x1 , x2 nem negativak
2x1—x2<= 8
-x1+4x2 <=24

zl = 5x1+ 8 x2 =max.
72 = -x1+ 3 x2 = max.

26.Alkalmazza a szekvencialis optimalizalds modszerét az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatra! A
fliggvények elsbbségi sorrendje egyezzen meg indexiikkel.

Viszonyitasi céllal hatdrozza meg a célfiiggvények (egyedi) maximumait is.

x1,x2,x3
, X4 nem negativak

xl +2x2 + x4 <=100
x2+x3+x4<= 80
xl+ x2+x3 <= 50

zl= 2x1-x2 + x3 + x4 = max.



7z2= 4x1+8x2 +5x3+4 x4 =max.
7z3= x1-6x2 + x3- 3x4=min.

27. Alkalmazza a szekvencialis optimalizalas modszerét az alabbi tobbcélll optimalizalasi feladatra!
A fiiggvények elsbbségi sorrendje egyezzen meg indexiikkel.
Viszonyitési céllal hatdrozza meg a célfiiggvények (egyedi) maximumait is.

x1
,x2,x3, x4, x5 nem negativak

xl +x2 + x4 -x5 <=100
x2+x3 +2x4+x5 <= 80
x1 +x2 +x3 +2x5 <= 50

zl= x1+4x2 +2x3+5x4 +2 x5=max.
72= 11x2 + 13 x4 + 9 x5 = max.
z3= x1-5%x2 + 2x4 - 6 X5=min.

28. Ellenrizze, hogy az zeT =[0, 8] pont efficiens pontja-e az alabbi tobbcélu optimalizalasi

feladatnak! Grafikus abrazolasanak segitségével is tdmassza ald eredményét!
O
O x1 , x2 nem negativak
x1-12x2<= 4
-xl+ 4x2 <=24

zl = 2x1+5x2=max.
72 = -2 x1 + 6 x2 = max.

29. Ellenrizze, hogy az zeT =[3,4] pont efficiens pontja-e az alabbi tobbcélu optimalizalasi

feladatnak! Grafikus dbrazoldsanak segitségével is tdmassza ald eredményét!
0J
O x1 , x2 nem negativak
2x1-4x2<= 8
-x1+ x2 <= 20

zl = 2 x1 +5x2=max.
72 = -2 x1 + 6 X2 = max.

30. Alkalmazza a korlatok modszerét az alabbi tobbcélu optimalizalasi feladatra! A korlatok értéke
legyen az adott fliggvény mximumanak rendre 25% és 50% !

u

O x1 ,x2 nem negativak
2xl — x2<= 8
-x1+4x2 <=24

zl = 2x1 + 5 x2 = max.
z2 = -2 x1 + 6 X2 = max.
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